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去 蔓 图 方程 与 判别 素数 的 充 要 条 件 


@@@@ 黄 飞 菩 ” 王 云 蓝 


摘 要 本 文 利用 丢 番 图 方程 获得 了 判别 素数 的 充 要 条 件 , 从 而 获得 了 默 森 尼 
数 和 费 尔 马 数 为 素数 的 充 要 条 件 。 


1 关于 判别 素数 的 充 要 条 件 


怎样 判别 素数 ? 是 数学 家 们 颇 为 关心 的 问题 ,古往今来 ,国内 外 数学 家 都 为 寻求 素数 公式 
或 探讨 判别 素数 的 充 要 条 件 而 费 尽心 思 , 但 至 今 尚 未 获得 非常 有 效 的 方法 。1950 年 , 居 加 (G- 
Giuga) 猜 想 "m : p 为 素数 的 充 要 条 件 是 

1 +2 ++(p-1) =-1 (modp) 

1932 年 , 莱 梅 (Lehmer,D.H. ) 猜 想 ” : p 为 素数 的 充 要 条 件 是 p(p) 1p - 1。 

对 此 ,已 有 很 多 人 作 了 深入 的 研究 ,并 获得 了 深刻 的 结论 及 其 等 价 命题 ,但 尚未 彻底 解决 。 
另外 ,作者 之 一 已 获得 了 等 寡 和 与 判别 素数 的 充 要 条 件 及 伯 努 利 (Bemoulli) 数 与 判别 素数 的 充 
要 条 件 ; 本 文 独辟蹊径 ,利用 丢 番 图 方程 来 研究 素数 的 判别 问题 ,从 而 获得 了 费 尔 马 数 和 默 森 
尼 数 为 素数 的 充 要 条 件 。 

定理 1 N > 1, 则 2N + 1 为 合 数 的 充 要 条 件 是 , 丢 番 图 方程 

2xy +TX+7Y= 以 (1) 
有 正 整 数 解 。 

证 明 ”必要 性 , 设 2N + 1 为 合 数 , 则 2N+1=a…b, 因 N > 1, 则 a 与 5 必 是 大 于 1 的 
奇数 , 即 必 存 在 正 整数 m,n 使 得 a = 2m + 1,5 = 2n + 1, 从 而 

2N +1= (2m+1)(2n+1),BN= 2mm+m+no 

这 就 证 明了 丢 番 图 方程 (1) 有 正 整 数 解 x = m,y = n。 

充分 性 , 设 方程 (1) 有 正 整 数 解 x ,y, 则 

2N +1= 2(2xy+%+7Y)+1= (2x+ 1)(2y+ 1) 
即 2N + 1 为 合 数 。 

由 定理 1 的 逆 否 命题 则 立即 得 到 

定理 2 N > 1, 则 2N+1 为 素数 的 充 要 条 件 是 , 丢 番 图 方程 (1) 没有 正 整 数 解 。 
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2 时 和 森 尼 数 为 素数 的 充 要 条 件 


形 如 M, = 2? - 1(P 为 素数 ) 的 数 称 为 默 森 尼 ( Mersenne) 数 ,关于 默 森 尼 数 的 素 合 性 判别 ， 
是 计算 数论 的 重要 课题 .类 比 地 ,1989 年 王 健 真 猜想 ”: 


p 为 奇 素数 , 则 N。= 本 (2”+ 1) 为 素数 。 


1992 年 ,数学 家 洪 伯 阳 教授 举 出 反例 名: 当 p = 29 时 , N。= 5$9 .3033169 是 合 数 ,从 而 推翻 
了 王 健 真 猜想 ! 
如 何 判别 NV; 的 素 合 性 ,也 是 数学 家 们 颅 为 关心 的 问题 1990 年 葛 润 ( 己 . Marai) 利用 计算 
机 证 明了 Nsw 是 素数 .1989 年 , Selfridge 猜想 " :如 果 下 面 三 条 中 有 两 条 是 正确 的 ,那么 第 三 条 
也 正确 :(a)p = 2* + 1 或 4 + 3;(b)Mb 是 素数 ;(c)N。p 是 素数 。 
引 理 1 p > 3 为 素数 , 则 M 和 Ns 的 素 因 子 必 形 如 9 = 2pk + .1 (上 为 自然 数 )。 
定理 3 p > 3 为 素数 , 则 Mb， 为 合 数 的 充 要 条 件 是 , 丢 番 图 方程 
pl(2pxy +x+y)=2- -1 (2) 
有 正 整 数 解 。 
证 明 . 由 引 理 1, M; 的 素 因 子 必 形 如 2pk + 1, 故 Mr 为 合 数 公 存在 正 整数 x,y 使 得 人 
=2 -1 = (2px + 1)(2py + 1) 必 方程 (2) 有 正 整 数 解 x,y。 
定理 4 P > 3 为 素数 , 则 N; 为 合 数 的 充 要 条 件 是 ,天 番 图 方程 
3p(2pxy + x + y) = 2 -1 (3) 
有 正 整 数 解 。 
证 明 : 由 引 理 1, N， 的 素 因 子 必 形 如 2pk + 1, 故 ”NN 为 合 数 己 存 在 正 整数 x,y 使 得 N= 


证 (2? + D) = (2px + 1)(2py + 1D)e 方程 43) 有 正 整数 解 x,y。 
由 定理 3、4 的 逆 否 命题 则 立即 得 到 
定理 5 p > 3 为 素数 , 则 M， 为 素数 的 充 要 条 件 是 , 丢 番 图 方程 (2) 没有 正 整数 解 。 
定理 6 p > 3 为 素数 , 则 Ne 为 素数 的 充 要 条 件 是 , 丢 番 图 方程 (3) 没有 正 整 数 解 。 
例如 。” 当 p = 11 时 ,方程 11(22xy + x + y) = 2 -1 有 正 整 数 解 x = 1,y = 4, 故 Mi 
为 合 数 , 且 Mi，= 23， 89。 而 方程 33(22xy + x +y) = 2” - 1 没有 正 整 数 解 , 故 Ni 为 素数 。 


4 ” 费 尔 马 数 为 素数 的 充 要 条 件 


1640 年 ,法国 数学 家 费 尔 马 ( Fermat ) 发 现 : Fo = 3, Fi =5,F, = 17,F; = 257,F, = 65537 


都 是 素数 , 据 此 费 尔 马 猜想 :任何 费 尔 马 数 F， = 2 + 1 都 是 素数 。 然 而 ,1732 年 , 欧 拉 ( Euler) 
举 出 反例 :F，= 641 . 6700417 是 合 数 ! 从 而 推翻 了 费 尔 马 猜想 。 至 今 ,人 们 尚未 找到 判别 费 尔 马 
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数 为 素数 的 简便 判别 法 。. 

引 理 22n > 2, 则 已 的 素 因 子 形 如 2"*?k + 1。 

定理 7 n > 2, 则 F, 为 合 数 的 充 要 条 件 是 , 丢 番 图 方程 

2*32xy +X+Y = 22-" (4) 

有 正 整 数 解 , 并 且 有 人 解 时 , F, = (2 + 1)(2"*?y +1)。 

证 明 : 由 引 理 2, F, 的 因子 必 形 如 2"*k + 1, 故 下 ,为 合 数 存在 正 整 数 x、y 使 得 F, = 22 
+ 1 = (2x + 1)(2""y + 1) 忆 方程 (4) 有 正 整 数 解 。 

定理 8 n > 2,; 是 满足 2” > (2n + 4)s 的 任 一 自然 数 , 则 下, 为 合 数 的 充 要 条 件 是 , 丢 番 
图 方程 

2"+2 xy 二 x = 22 -2n+4)s (5) 
有 正 整数 解 ,并 且 有 解 时 ， 
F, = p(220er2y - (p ~ Dy 一 1) 


其 中 p= I+ 十 ls 
证 明 : 必 要 性 , 设 环 , 为 合 数 ,我 们 对 * 用 数学 归纳 法 证 明 ,方程 ($) 都 有 解 , 当 = 工时 ， 由 
忆 为 合 数 及 定理 7 知 , 必 存 在 正 整 数 x ,k 使 得 


2 (4) 

由 题 设 2 > 2n +4,2 -mu -2 三 n+2, 故 2 ”| 上 +x, 令 x+ 上 = 2"y(y 为 正 整 数 )， 
将 上 = 2227y -x 代入 (4) 有 Dr 
即 当 。= 1 时 ,方程 (5) 有 正 整 数 解 x,y = a, 即 有 

pa (B) 
则 当 s = m + 1 时 ,由 题 设 2" > (2n+4)(mm+1),2 - (2n+4)m > 中 +2 故 改 有 2 1a- 
to , 令 o x2 = 2"28(8 为 整数 ) ,将 a = 2"28 + zz 代入 (B) 则 有 
2n+2X) b+ wl = 0D2 -(n+2)(2m+1) (C) 

由 于 2” - (n+2)(2m+ Cs n+ 2, 并 且 b+ x >0, 故 2*42 14+x2ntl 今日 +x2mtl = 

2"?y(y 为 正 整数 ) ,将 = 2 7 - x” 代 人 (C) 则 有 


2"*2 wy t+- x m+1) = 22 -_-{(2m+4)(m+1) (D) 


即 当 s = m + 1 时 ,方程 (5) 也 有 正 整 数 解 。 
综 上 可 知 ,对 满足 2* > (2n + 4)s 的 任何 自然 数 *, 丢 番 图 方程 (5) 总 有 正 整数 解 。 
充分 性 , 设 方程 (5) 有 正 整 数 解 , 令 p = 2x + 1, 则 2%"*95y(2"?x + 1) - (22x) 5 = 
> 
p20) (p—-1)” = F,.-1 
F, = p(2""0:y - >(( 1 


130 


因 p > 1, 故 F, 为 合 数 。 


由 定理 8 立即 得 到 
定理 9 n > 3, 则 下, 为 合 数 的 充 要 条 件 是 , 丢 番 图 方程 
2"42 wy + Y 一 2 二 2D2 -2n-4 (6) 
有 正 整 数 解 。 


定理 8 和 定理 9 的 逆 否 命题 即 为 费 尔 马 数 为 素数 的 充 要 条 件 。 由 此 可 见 , 要 判别 屎 的 素 合 
性 ,只 须 选择 适当 的 ; ,判别 方程 (5) 是 否 有 解 即 可 。 例 如 , 当 n = 6 时 , 取 。= 2, 因 为 方程 2 xy 
+ y - x = 22 有 正 整数 解 x = 1071,y = 4814401, 故 Fs 为 合 数 ,并 且 

Fe = 274177 . 67280421310721。 

再 如 当 n = 7,s = 1 时 ,方程 2xy + y - x* = 2 有 正 整 数 解 x = 116503103764643,y = 
21761889840218569, 故 瑟 为 合 数 ,并 且 

F, = 59649589127497217 . 5704689200685129054721。 
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